Analizis 3.
1. elbadis

Ajegyzetet Lanka Mdté készitette dr. Weisz Ferencel6adasan.
Tantargyi honlap:
El6adas ideje: 2018. 02. 12. 13:00-14:00.

Megjegyzés: A jegyzet nem 100%-o0s, hibak és eliitések el6fordulhatnak, ezek jelzését koszonom.

Technikai informdcidk:

o Elb6adas és gyakorlat 1atogatasa kotelezd, max 3 hianyzas.
e (sak 1 jegyetlehet kapni.
o Arendszeres szamonkérés megmarad
o 10 alkalommal 10 perces ZH
Két definicio, vagy tétel és egy gyakorlati
Igy 40 pont;
Az els6 és masodik 5 részbdl is 5-5 pont kell;
Sikeres, ha 6sszesen 16 pont kell;
AKinek ez nem sikeriil, annak UV-znia kell.
Ha megvan, akkor két ZH-t kell irni, ahol csak gyakorlati feladatok lesznek.
Ha mindkett6 sikertilt (40-b&l 10 pont), akkor megvan a jegy;
Lesz p6tZH is.
o Nem megengedett eszkdzt tovabbra se lehet hasznalni (logikus végiilis).
e Bizonyitasok nem lesznek szamonkérve.
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To6bbvaltozods analizis

Mi az, ami eddig volt? Eddig vettiink sorozatokat, azok hatarértékeit, ezzel kezdtiik még Analizis
1.-bél. Ezt kovette fiiggvény hatarértéke, majd mar Analizis 2.-b6l fiiggvények folytonossagaval,
és fiiggvények derivaltjaval foglalkoztunk, a legvégén pedig a fiiggvények integraltjaval. Ezek
mind f € R —» R voltak, ez ebben a félévben mar f € R™ - R™ ,alakban” lesz. A kiilonbség
leginkabb a derivaltas definiciokhoz képest lesz, mert mig eddig f'(x) egy szam volt, ez mar egy
matrix lesz.

Emlékeztetének j6jjon egy
Definici6.
(ap): N = R sorozat konvergens, ha 3a € R, Ve > 0,3ny,Vn = ny: |la, — a| <e.

Ez az |a, — a| egy tavolsagot fog megadni.

Példaul R?: p(x,y) = /|xg — y11% + |x5 — ¥,12,ahol x = (x1,%,),y = (¥1,¥,), azaz van x és y
vektorom, amelyeknek vannak tavolsagai, amelyet az el6bbi képlet ad meg.

Ebbdl mi a 1ényeg? Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik ez a p?

e plxy)=0

o p(x,y)=0hax=y.

p(x,y) = p(y, x) szimmetrikus.

p(x,y) < p(x,2) + p(z,y), ahol x,y,z € R2.

Ezek a fontosak, ha mind a négy igaz, akkor definiadlva van egy tavolsag. Vannak mas tulajdonsagai
is, de minket csak ez a négy érdekel.



Definicio.
Az (M, p) metrikus tér,ha M # @,p: M x M — R, és igazak a kdvetkezd tulajdonsagok:

e plxy)=0

o p(x,y) =0akkor,hax =1y

e p(x,y) = p(y,x) szimmetrikus.

e p(x,y) <p(x,2z)+ p(z,y),ahol x,y,z € R%

Megjegyzés: Ezek ugyanazok a tulajdonsagok, mint elgbb.
Ekkor p-t metrikanak vagy tavolsagnak nevezziik, p(x, y) pedig xés ytavolsaga.
Altalanos metrikus terekkel nem sokat fogunk foglalkozni a félév folyaman.

Ahhoz, hogy metrikus teret definialjunk, nem kell, hogy kivonas, d6sszeadas legyen értelmezve.
Akar vehetjiik azt is, hogy két hallgaté 1 tavolsagra van, ha a két hallgaté kiilonbozé (ha a két
hallgat6 ugyanaz, akkor 0).

Legyen

n
M =R" p(x,y) = lei —v;12,ahol x = (x4, ..., %), ¥ = (¥1, .-, V) € R™

i=1

TETEL.

(RN, p) metrikus tér.
BIZONY{TAS.

D)

p(x,y) =20

i)

p(x,y) =0

Ez esetbenx = y.

iii)

p(x,y) = p(y,x)

Ez nyilvanvaléan igaz.
iv)

p(x,y) < p(x,z) +p(z,y)

Mit jelent ez? Azt jelenti, hogy

n n n

Z|xi_3’i|2§ Z|xi_zi|2+ z|2i—)’i|2

i=1 i=1 i=1



Ebbdl nevezzik el a jobb oldalon: |x; — z;| == a;, |z; — y;| = b;. Ha ezt a kett6t 6sszeadom, a kettd
z; kiesik, és megkapjuk azt, hogy

JXa; +¥b; + 2¥a;b; < /Zaiz + /Zbiz
Ya? + Yb? + 2¥a;b; < Yaf + ¥b? + /Za% /be

A kies6 tagok utdn megkapjuk, hogy:

2.a;b; S\/Ziaiz\/;biz.l

Megjegyzés: A szummaknal i = 1-t6l n-ig tart mindegyik.

Ebb6l kovetkezik a kovetkezo

Lemma.

1 1
a;, b e R,i=1,..,n:|Xa; b;| < (Zaiz)z(Zbiz)Z
Ebbdl kovetkezik az, hogy

b;=0,i=1,..,nvagyda € R:q; = Ai,i=1,..,n
BIZONYITAS.

n
0<P()= Z(ai —2b)? = Ya? — 25 ah; + 22 Yb?
i=1

Ekkor
° Zbiz =0
e Ybh?>0

o D =4(Za;b)? - 4(zaf)(Lbf) <0
o (Taib)? < (Zaf)(Tb?)
1 1
Taibi| < (Zaf)?(Eb?)?
Ez esetben csak akkor van egyenl6ség, ha
o D =0,azaz3A: P(a) = 0,azaz IA\inR: aq; = 1b;,i =1,..,n.m



