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A normált terekkel fogunk foglalkozni. 

Motiváció 

Előző előadáson meg tudtuk mondani két pont távolságát ℝ2-en. Ez mellett létezik még a hossz 

is, ahol 𝑥 ∈ ℝ2: ||𝑥||
2

= √𝑥1
2 + 𝑥2

2. Ez azt jelenti, hogy ha van egy x pontom, amelyeknek ezek a 

koordinátái, akkor az 𝑥1 az origótól az x tengelyen vett távolsága, míg az 𝑥2 az y tengelyen. 

Ezáltal Pitagorasz-tétel. 

Mik ezeknek a tulajdonságai? 

• ||𝑥|| > 0; 

• ||𝑥|| = 0 ⇔ 𝑥 = 0 = (0,0); 

• ||𝜆𝑥|| = |𝜆| ∗ ||𝑥||; 

• ||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦||. 

Mindezeknél 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, 𝜆 ∈ ℝ. Az utolsó pedig maga a háromszög-egyenlőtlenség. 

Definíció. 

(𝑋, ||. ||) normált tér, ha 

1. 𝑋 lineáris tér ℝ felett; 

2. ||. ||: 𝑥 → ℝ a következő tulajdonságokkal: 

a. ||𝑥|| ≥ 0; 

b. ||𝑥|| = 0 ⇔ 𝑥 = 0; 

c. ||𝜆𝑥|| = |𝜆| ∗ ||𝑥||; 

d. ||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦|| (∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, ∀𝜆 ∈ ℝ). 

Ekkor a ||. || függvényt normának, vagy hossznak nevezzük. 

Állítás. 

Ha (𝑋, ||. ||) normált tér, akkor 𝜌(𝑥, 𝑦) = ||𝑥 − 𝑦|| metrika X-en. 

Ezután legyen 𝑋 = ℝ𝑛 és ||𝑥|| = ||𝑥||
2

= (∑|𝑥𝑖|2)
1

2, ahol 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛. 

Megjegyzés. A normához most kiírtuk a kettest, az egyszerűség kedvéért tettük ki. 

TÉTEL. 

(ℝ𝑛, ||. ||) egy normált tér. 

BIZONYÍTÁS. 

Lásd múlt héten, hasonlóan kell csinálni. 

Megjegyzés. 𝜌(𝑥, 𝑦) = ||𝑥 − 𝑦|| a múlt heti metrika. 
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Definíció. 

𝐾𝑅(𝑎) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ||𝑥 − 𝑎|| < 𝑅} az 𝑎-közepű (-körüli) 𝑅-sugarú környezet, vagy 𝑎-közepű 𝑅-

sugarű nyílt gömb. 

Nézzünk erre példát. 

𝑛 = 2, 𝑎 = 0, 𝑅 = 1: Ebben az esetben 

𝐾𝑅(0) = {𝑥 ∈ ℝ2 ∶ ||𝑥 − 0|| < 𝑅} = {𝑥 ∈ ℝ2 ∶ √𝑥1
2 + 𝑥2

2 < 𝑅} 

Ez nem más, mint az origó középpontú R sugarú gömb. 

Definíció. 

𝐻 ⊂ ℝ𝑛 korlátos, ha ∃𝑅 > 0: 𝐻 ⊂ 𝐾𝑅(0). 

Definíció. 

Az (𝑎𝑘): ℕ → ℝ𝑛 sorozat konvergens, ha ∃𝛼 ∈ ℝ𝑛, ∀𝜖 > 0, ∃𝑘0 ∈ ℕ, ∀𝑘 ≥ 𝑘0: ||𝑎𝑘 − 𝛼|| < 𝜖. 

Jelölése: 𝛼 = lim 𝑎𝑘. 

TÉTEL. 

Legyen (𝑎𝑘) ∶  ℕ → ℝ𝑛 sorozat. A következők ekvivalensek: 

1. (𝑎𝑘) konvergens; 

2. ∃𝛼 ∈ ℝ𝑛, ∀𝜖 > 0 ∃𝑘0, ∀𝑘 ≥ 𝑘0: 𝑎𝑘 ∈ 𝐾𝜖(𝛼); 

3. ∃𝛼 ∈ ℝ𝑛: lim||𝑎𝑘 − 𝛼|| = 0. 

TÉTEL. 

Legyen (𝑎𝑘) ∶  ℕ → ℝ𝑛 sorozat konvergens és lim 𝑎𝑘 = 𝛼. Ekkor 

1. 𝛼 egyértelmű; 

2. (𝑎𝑘) korlátos; 

3. ha 𝜇 ∶ ℕ → ℕ indexsorozat (azaz 𝜇 ↑), akkor (𝑎𝜇𝑘
) konvergens és lim 𝑎𝜇𝑘

= 𝛼. 

TÉTEL. (Műveletek) 

Legyen (𝑎𝑘) ∶  ℕ → ℝ𝑛, és (𝑏𝑘) ∶  ℕ → ℝ𝑛 sorozatok konvergensek, lim 𝑎𝑘 = 𝛼, lim 𝑏𝑘 = 𝛽. Ekkor 

1. (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘) is konvergens és lim(𝑎𝑘 + 𝑏𝑘) = 𝛼 + 𝛽; 

2. (𝜆𝑎𝑘) is konvergens, és lim 𝜆𝑎𝑘 = 𝜆𝛼, 𝜆 ∈ ℝ. 

 


