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A normalt terekkel fogunk foglalkozni.
Motivacié
El6z6 el6éadason meg tudtuk mondani két pont tavolsagat R?-en. Ez mellett l1étezik még a hossz

is, ahol x € R?: ||x| |2 = /x? + x2. Ez azt jelenti, hogy ha van egy xpontom, amelyeknek ezek a

koordinatai, akkor az x; az orig6tdl az x tengelyen vett tdvolsaga, mig az x, az y tengelyen.
Ezaltal Pitagorasz-tétel.

Mik ezeknek a tulajdonsagai?

o |IxI| >0;
o |lIxl| =0 x=0=(00);
o |1Ax|| = 121 = [Ix]|;

o |lx+yl| < |lxl] +Ixl]-
Mindezeknél x,y € R?, 1 € R. Az utolsé pedig maga a haromszog-egyenlétlenség.
Definicio.
(X, |- [) normalt tér, ha

1. X linedris tér R felett;

2. ||-l]: x = R a kovetkezd tulajdonsagokkal:
a. ||x|| > 0;
b. |lx|]|=0& x=0;
¢ 1xl| = 121 = 1x];

d. ||x+y|| < ||x|| + ||y|| (Vx,y € X,V1 € R).
Ekkor a ||. || fliggvényt normanak, vagy hossznak nevezziik.
Allitas,
Ha (X, ||. ||) normalt tér, akkor p(x,y) = ||x — y|| metrika X-en.
Ezutan legyen X = R" és ||x|| = ||x||2 = (lel-lz)%, ahol x = (x4, ..., x,) € R™.
Megjegyzés. A normahoz most kiirtuk a kettest, az egyszer(iség kedvéért tettiik ki.
TETEL.
(R™, []-]]) egy normalt tér.
BIZONY{TAS.
Lasd mult héten, hasonl6an kell csindlni.

Megjegyzés. p(x,y) = ||x — y|| a mult heti metrika.
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Definicio.

Kg(a) = {x € R": ||x — a|| < R} az a-kézep(i (-koriili) R-sugard kérnyezet, vagy a-kdzep(i R-
sugar(i nyilt gomb.

Nézziink erre példat.

n=2,a=0,R = 1: Ebben az esetben

KR(O)={xER2:||x—0||<R}={xER2: fxf+x§<R}

Ez nem mas, mint az origd kdzéppontu R sugarti gomb.

Definici6.

H c R™korlatos,ha3R > 0: H c Kz (0).

Definici6.

Az (a): N - R" sorozat konvergens, ha 3a € R", Ve > 0,3k, € N,Vk > kq:||a, — al| <e.
[elolése: a = lim q;.

TETEL.

Legyen (ai) : N — R™ sorozat. A kovetkezdk ekvivalensek:

1. (ay) konvergens;
2. Ja € R", Ve > 03ky, Vk > ky:a; € K. (a);
3. da € [R":lim“ak — a|| =0.

TETEL.
Legyen (a) : N - R" sorozat konvergens és lim a; = a. Ekkor

1. aegyértelmd;
2. (ag) korlatos;
3. hap:N - Nindexsorozat (azaz u 1), akkor (ay, ) konvergens éslima,, = a.

TETEL. (Miiveletek)
Legyen (a;) : N - R",és (by) : N - R" sorozatok konvergensek, lim a, = «,lim b, = . Ekkor

1. (ay + by) is konvergens és lim(ay + b,) = a + f5;
2. (Aag) is konvergens, és lim Aaq;, = da, A € R.



