Analizis 3.
Elméleti kérdések a gyakorlati ropZH-khoz

A kidolgozast Lanka Matékészitette dr. Weisz Ferencel6adasai, és Bauer Bence Analizis 2.
el6adasokon késziilt jegyzetei alapjan. Utoljara szerkesztve: 2018. 03. 19. 15:41.

1) Definialja a primitiv fiiggvényt.

Valasz. I c Rintervallum, f:1 - R.

Az F:1 - R fiiggvény az f primitiv fiiggvénye, ha F € D(I) és F'(x) = f(x),haVvx € I.
2) Adjon meg olyan fiiggvényt, amelyiknek nincs primitiv fiiggvénye.

Valasz. f(x) = sign(x).

3) Definialja az egy adott pontban elt(ind primitiv fliggvény fogalmat.

Alasz. . , ) =0.
Vélasz fxo f jeloli az az egyetlen F primitiv fliggvényt, amelyre F(x,) = 0

4) A primitiv fliggvény létezésére vonatkozo sziikséges feltétel.

Valasz. Ha [ intervallum, és f: ] — R fliggvénynek 3 primitiv fliggvénye, akkor f Darboux
tulajdonsagu.

5. Milyen elégséges feltételt ismer primitiv fliggvény létezésére?
Vilasz.
6. Mit jelent egy fiiggvény hatdrozatlan integralja?

Vélasz. Ha az f: I - R fiiggvény primitiv fiiggvénye F, akkor legyen: [ f := {F + ¢ : ¢ € R} neve
hatarozatlan integral.

7. Mit ért a hatdrozatlan integral linearitasan?

Valasz. Legyen I c R nyilt intervallum. Ha f, g: I = R fiiggvényeknek létezik primitiv fiiggvénye,
akkor tetszdleges a, f € R mellett (af + Bg)-nek is létezik primitiv fliggvénye, és

Jaf +Bg)=afl f+B] g
8. Milyen allitast ismer hatvanysor 6sszegfiiggvényének a primitiv fiiggvényérol?

Valasz. A Yo, (x — a)™, x € Kz(a), R > 0 hatvanysor primiti fiiggvénye:
)n+1

(x—a
Zann—_}_l+c,x € Kp(a).

n=0
9. Mit mond ki a primitiv fiiggvényekkel kapcsolatos parcialis integralas tétele?
Valasz. Tegyiik fel, hogy f,g:1 = R, f,g € D(I). Ha 3f'g primitiv fiiggvénye és
Jfxg'=fxg—Jf*g5és fxof*g’ =f*g—f(xo)g(x())—f(xo)f’*g
akkor 3f g’ primitiv fiiggvénye.



10. Hogyan szl a primitiv fliggvényekkel kapcsolatos elsd helyettesitési szabaly?

Valasz. g:1 - J,g € D(I),f:] » R,I,J] c R intervallum. Ha 3f-nek primitiv fiiggvénye, akkor
Jfogxg'=(f)ogés

fog*g’=<f f)og
to (g(fo))

11. Fogalmazza meg a primitiv fiiggvényekkel kapcsolatos masodik helyettesitési szabalyt.

Valasz. Tegyiik fel, hogy, f: I = R, g:] — I bijekcié, g € D(J), g'(x) # 0,x € I.
Ha3f o g * g':] — R primitiv fliggvény, ekkor:

f=(fogxg)ogtés | f=|| fog=g |og™
f [7=([ro0a)

12. Adjon meg legalabb harom olyan fiiggvényt, amelyiknek a primitiv fiiggvénye nem elemi
fiiggvény.

Valasz. [ Si:xdx;f CO;de;fe"‘zdx.

13. Definidlja az intervallum egy felosztisat

Valasz. A t = {x,, x4, ..., X, } halmaz egy felosztasa az [a, b] intervallumnak, ha
a=xy<x; <-<x,=Db.Jelolés: T € Fla,b].

14. Mit jelent egy felosztas finomitasa?
Valasz. 7, finomabb felbontas, mint 7;, ha 7, D 4.
15. Mi az alsé kozelité 6sszeg definicidja?

Vélasz. f € K[a,b],T € Fla, b]

n

s = e G =i,

=1
16. Mi a fels6 kozelitd dsszeg definicidja?

Vélasz. f € K[a,b],t € Fla, b]
n

S(f,t) = Z [xilfxi]f * (X — Xj_1).

=1

17. Mi térténik egy alsé kozelit6 6sszeggel, ha a neki megfeleld felosztast finomitjuk?
Vélasz. f € K[a, b], 74,7, € Fla, b], ekkor ha 7, D 74, akkor s(f,7;) < s(f, 13).

18. Mi térténik egy felso kozelit6 6sszeggel, ha a neki megfelelo felosztast finomitjuk?
Vélasz. f € K[a,b],7,,T, € F[a, b],ekkor ha 7, D 74, akkor S(f, ;) = S(f, 7,).

19. Milyen viszony van az alsé és a fels6 kozelitd 6sszegek kozott?

Vélasz. f € K|a, b], 14,7, € Fla, b],ekkor s(f,t;) < S(f, 13).

20. Mi a Darboux-féle alsé integral definici6ja?

sup
Vélasz. f € K[a,b].I.f = 1€ Fla, b]s(f, 7).



21. Mi a Darboux-féle felsé integral definici6ja?

Valasz. f € K[a,b).I'f = __ l;‘f; oS00

22. Mikor nevez egy fiiggvényt (Riemann)-integralhaténak?
Viélasz. f € K|a, b] fliggvény Riemann integralhatd, ha I.f = I*f.
23. Hogyan értelmezi egy fiiggvény hatarozott (vagy Riemann-) integraljat?

Valasz.

I*f=1*f=1f=Lbf=Lbf(x)dx.

24. Adjon meg egy példat nem integrélhat6 fiiggvényre.
Valasz. x € [0,1].

_(Lhax€eQ
flx) = {O,hax ¢Q

25. Mi az oszcillaciés 6sszeg definicidja?
Valasz. Q(f,7) = S(f, 1) — s(f, 1)

26. Hogyan sz6l a Riemann-integralhatdsaggal kapcsolatban tanult kritérium az oszcillaciés
Osszegekkel megfogalmazva?

Vélasz. f € R[a,b],© Ve > 0,31 € Fla,b]: Q(f,7) <.

27. Felosztassorozatok segitségével adja meg a Riemann-integralhatésag egy ekvivalens
atfogalmazasat.

Valasz.

b
f € R[a,b],és f f=1e 3t lims(f,1,) =limS(f,7,) = I.

a

28. Hogyan szdl a Riemann-integralhatd fiiggvények 6sszegével kapcsolatban tanult tétel?
Vélasz.

Tegyiik fel, hogy f, g € R[a, b]. Ekkor f + g € R[a, b] és

Lbf+g=f:f+f:g-

29. Hogyan szdl a Riemann-integralhato fiiggvények szorzataval kapcsolatban tanult tétel?
Valasz.

Tegyiik fel, hogy f, g € R[a, b]. EKkor: f * g € R[a, b].

30. Hogyan szdl a Riemann-integralhaté fliggvények hanyadosaval kapcsolatban tanult tétel?

Valasz.

Tegyiik fel, hogy f, g € R[a, b]. EKkor ha |g(x)| = m > 0 Vx € [a, b], akkorg € Rla, b].



31. Mit ért a Riemann-integral intervallum szerinti additivitasan?

Valasz.

f € R[A,B],a,b,c € [A, B]. Ekkor fbf = fcf + fbf.

32. Mi a kapcsolat a folytonossag és a Riemann-integralhat6sag kozott?

Vélasz. Ha f € C|[a, b], ekkor f € R]a, b].

33. Mi a kapcsolat a monotonités és a Riemann-integralhat6sag kozott?

Vialasz. f: [a, b] - R monoton, ekkor f € R][a, b].

34. Milyen tételt tanult Riemann-integralhaté fliggvény megvaltoztatasat illetéen?
Valasz. fértékeit véges sok pontban megvéltoztatom (f).

35. Mit ért azon, hogy a Riemann-integral az integrandusban monoton?

Valasz. Ha f, g € R[a,b] és f < g, akkor fff < f:g.

36. Mit lehet mondani Riemann-integralhaté fliggvény abszolitértékérol integralhatosag
szempontjabol?

Vélasz. Ha f € R[a, b], akkor |f| € R[a,b], és —|[ fI < |f fI < [If].

37. Mi az integralszamitas elsd kozépértéktétele?

Valasz. Tegytik fel, hogy f, g € R[a, b],g = 0,m :=inf f és M := sup f. Ekkor:

b b b
m*fgsff*gSM*fg
a a a

38. Mi az integralszamitas masodik kozépértéktétele?

Valasz. Tegyiik fel, hogy g € R[a,b],g = 0, f € C[a, b], ekkor:

3€EMﬁLE}*g=ﬂ@*LZ

39. Hogyan sz6l a Newton-Leibniz-tétel?

Véalasz. Ha f € R[a, b] és f-nek 3F primitiv fiiggvénye, akkor:

b
ff=Hm—Fw>

40. Definialja az integralfiiggvényt.

Valasz. Ha f € R[a, b] és x( € [a, b], akkor:

H@=ff&€hﬂ)

X0

az f integral fliggvénye.



41. Fogalmazza meg a differencial- és integralszamitas alaptételét.
Vélasz. Legyen f € R[a, b], x, € [a,b], F(x) = f;of (x € [a, b]), ekkor:

1. F € Cla,b];
2. haf € C(d), akkor F € D(d) és F'(d) = f(d) (d € [a, b]).

42. Mit ért parcialis integralason a Riemann-integralokkal kapcsolatban?

Véalasz.Ha f,g € D[a,b] és f', g’ € R|[a, b], akkor

b b
[rg=1r®)90)-r@+g@- [ 1+g

43. Mit mond ki a helyettesitéses integralas tétele Riemann-integralokra vonatkozdan?

Valasz. Tegylik fel, hogy f € R[a, b], g: [a, B] = [a, b] differencialhat6 bijekcid, és g’ # 0, ekkor:
b B
f f= f fogxg'
a a

Valasz. Az (M, p) metrikus tér,ha M # @,p: M x M — R, és igazak a kovetkez6 tulajdonsagok:

44, Definialja a metrikus teret.

e plx,y)=0

e p(x,y) =0akkor,hax =y

e p(x,y) = p(y,x) szimmetrikus.

o p(x,y) <p(x,2z) + p(z,y),ahol x,y,z € R%

45. Mit jelent az, hogy egy normalt térbeli halmaz korlatos?
Valasz. H c R™ korlatos, ha 3R > 0: H c Kx(0).
46. Definidlja az (X, || . ||) normalt térben a konvergens sorozat fogalmat.
Vélasz. Az (a;): N - R" sorozat konvergens, ha

Ja € R", Ve > 0,3k € N,Vk > kq:|la, —al| <€
[elolése: a = lim q;,.
47. Fogalmazza meg normalt térbeli konvergens sorozatok alaptulajdonsagait.
Valasz. Legyen (a;) : N - R" sorozat konvergens és lim a;, = a. Ekkor

1. aegyértelm;
2. (ay) korlatos;
3. hapyu: N - Nindexsorozat (azaz u T), akkor (auk) konvergens éslima,, = a.

48. Mit jelent az, hogy két norma ekvivalens?
Valasz. Az ||. ||1 és ||. ||2 normak ekvivalensek (|| ||1~||. ||2), ha

EIm<M:m||x||1 < ||x||2 < M||x||1 (Vx € R")



49. Milyen allitast ismer az R"-beli normak ekvivalenciajarol?

Valasz.

o L~z ~ Moo ~ -1l (T <p < +00);
e R™-ben barmely két norma ekvivalens.

50. Hogyan jellemezhet6 R™-beli sorozat konvergenciaja a koordinatasorozatokkal?
Valasz. (a;):N - R", q;, = (a,(cl), ...,a,(cn)). Ekkor (a;) konvergens,

lima, = a = (a(l), ...,a(")) oVi=1,..,nlim a,(ci) =q®
Megjegyzés: A fels6 indexben a zaro6jelben 1év6 szamokkal koordinatakat jeloltiink.
51. Mit jelent az, hogy egy normalt térbeli sorozat Cauchy-sorozat?
Vélasz. (a;): N - R™ Cauchy-sorozat, ha Ve > 0,3ko, Yk, 1 = ko:|lax — ail| < e.
52. Milyen kapcsolat van normalt térben a Cauchy-sorozatok és a konvergens sorozatok kozott?
Valasz. Legyen (a,): N = R" sorozat. Ha

1. (a,) konvergens = Cauchy-sorozat;
2. (ay) Cauchy-sorozat # (a,) konvergens.

53. frja le a Banach-tér definiciéjat.
Valasz. R"™ Banach-tér, ha (a;): N - R" konvergens < (a;) Cauchy-sorozat.
54. Fogalmazza meg R"-ben a Cauchy-féle konvergenciakritériumot.

Vélasz. n € N, R™ normalt tér (tetszdleges ||. || normaval).
Ekkor ha (a;) c R™ konvergens < (a;) Cauchy-sorozat, azaz R™ Banach-tér.

55. Mit allit R"-ben a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel?
Valasz. Ha (a;): N —» R"™ korlatos sorozat, akkor 3(a;) o u = (auk) konvergens részsorozat.
56. Definidlja normalt terek kozotti leképezések pontbeli folyonossagat.
Vélasz. Az f € R" - R™ fliggvény folytonos az a € Dy pontban, ha
Ve > 03> 0,Vx € Ks(a) N Dy: f(x) € K(f ()
Jele: f € C(a)
57. Hogyan szdl a folytonossagra vonatkozé atviteli elv?
Valasz. f € R" - R™, f € C(a) © V(xx):N - Dg, limx, = a:lim f(x;) = f(a).
58. Milyen tételt ismer R" — R™-tipusu fliggvények folytonossagarol?

Véalasz. Az f € R" - R™ fliggvény folytonos az a € Dy pontban, ha
Ve>03>0,Vx € Ks(a) N Dy: f(x) € Ke(f(a)).

Jele: f € C(a).



59. Fogalmazza meg Weierstrass abszolut széls6értékekre vonatkozd tételét!

Vélasz. Ha f € R" — R folytonos és Dy korlatos és zart, akkor 3 max f és min f.

60. Definialja normalt térben a torlddasi pont fogalmat.

Valasz. a € R" az A ¢ R" torlédasi pontja, ha VK (a)-ra: K(a) N A végtelen.
Jelolése: A'.

61. frja le normalt terek kozotti leképezésekre a hatirérték definici6jat.
Vilasz.

62. Fogalmazza meg a hatarértékre vonatkozo atviteli elvet.

Vilasz.

63. Definidlja R™ — R tipust filiggvény parcialis derivaltjat.

Valasz.

64. Mi az iranymenti derivalt fogalma?

Vilasz.

65. Milyen tételt ismer az iranymenti derivalt kiszamolasara?

Vilasz.

66.Irjale az f € R™ - R™ fiiggvény totalis derivalhatésaginak a definiciéjat.

Vélasz. Az f € R" — R™ fliggvény derivalhat6 az a € int Dy pontban, ha 3L € L(R", R™), hogy
y |If(a+h) = fla) = LW _
im =

0
h—0 ||h||

Ekkor f'(a) = L.Jelolése: f € D(a).

67. Milyen ekvivalens atfogalmazast ismer a pontbeli derivalhatésagra?

Véalasz. f € R" - R™,a € int Dy: f € D(a) & 3L € L(R",R™),3e:R" — Rm,ligne =0¢és
fla+h)—f(a) = L(h) + e(h) = ||A]|.

68. Milyen tételt ismer a derivaltmatrix el6allitasara?

Valasz.

69. Milyen kapcsolat van a pontbeli derivalhat6sag és folytonossag kézott?

Valasz.

70. Fogalmazza meg a lancszabalyt.

Valasz.

71. A derivalhatdsag és a koordinatafiiggvények derivalhatosaga kozotti kapcsolat.
Valasz.

72. A totdlis- és a parcialis derivalt kozétti kapcsolat.



Valasz.

73. Milyen elégséges feltételt ismer a totalis derivalhat6sagra a parcialis derivaltakkal?
Vilasz.

74. A totdlis- és az iranymenti derivalt k6zotti kapcsolat.

Valasz.

75. Fogalmazza meg a Lagrange-féle k6zépértéktételt.

Vilasz.

76. Mit jelent az, hogy egy fiiggvény kétszer derivalhaté egy pontban?
Valasz.

77. Definidlja a Hesse-féle matrixot.

Vilasz.

78. Mit jelent az, hogy egy fiiggvény (s + 1)-szer derivalhaté egy pontban?
Valasz.

79. Fogalmazza meg a Young-tételt.

Vilasz.

80. Adja meg a Taylor-polinom definici6jat.

Vilasz.

81. Milyen képletet ismer az els6fokq, n-valtoz6s Taylor-polinomra?
Vilasz.

82. Milyen képletet ismer a masodfokd, n-valtozés Taylor-polinomra?
Vilasz.

83. Fogalmazza meg a Taylor-formulat a Lagrange-féle maradéktaggal.
Vilasz.

84. Fogalmazza meg a Taylor-formulat a Peano-féle maradéktaggal.
Valasz.

85. Fogalmazza meg a Taylor-formulat a Peano-féle maradéktaggal masodfoku Taylor-
polinomokra.

Valasz.

86. Adja meg a kvadratikus alak definicigjat.

Valasz.

87. Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer arra vonatkozoan, hogy egy kvadratikus alak

Valasz.



pozitiv definit legyen? (Sylvester-kritérium.)

Valasz.

88. Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer arra vonatkozéan, hogy egy kvadratikus alak
Vilasz.

negativ definit legyen? (Sylvester-kritérium.)

Vilasz.

89. Fogalmazza meg az R" — R tipus fiiggvény lokalis széls6értékére vonatkozo elsérendii
sziikséges feltételt.

Valasz.



90. Fogalmazza meg az R" — R tipusu fiiggvény lokalis széls6értékére vonatkozé masodrendii
elégséges feltételt.

Valasz.

91. Fogalmazza meg az R" — R tipusu fiiggvény lokalis széls6értékére vonatkozé masodrendii
sziikséges feltételt.

Valasz.



